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1. 复习  

 的核⼼问题：

根据瑞利商理论，该最优化问题可转为求  的最⼤特征值，可转换为对  作奇异值分解，即对  做特征值分解。



2. 导⾔  

监督学习可以理解为⼀个开环控制系统：

强化学习可以理解为⼀个带反馈的闭环控制系统(最优控制，⻉尔曼原理)。

应⽤：  围棋，机器⼈，⾃动驾驶。

3. 最优控制  

介绍最优控制的基本思想：

即根据不同控制器 ，得到不同的状态反馈矩阵  。希望找到⼀个  ，使得  最⼩。

4. ⻢尔科夫过程  

这部分是随机过程的内容，⽼师上课没有讲，选看。⻢尔科夫过程是理解强化学习中⻢尔科夫决策过程的基础。篇幅原因，⼀些性质的
推导就不列写了，⼤家可以⾃⾏翻阅相关资料。

4.1. 随机过程概述  

随机过程，通常指随着时间或空间变化的⼀组随机变量，股票的价格随着时间波动(  线图)，⼈说话的声⾳信号再时间线内变化的序
列，天⽓随着不同天数的改变，都可以看做是随机过程。索引下标  决定了不同类型的随机过程。以时间为例，如果时间是离散的，
则为离散随机过程；如果是连续时间，则为连续随机过程。

随机变量  不决定系统的类型，只决定系统的输出状态，值可以连续也可以离散，⽓温为连续值，取值为  内的实数，天⽓
为离散值，取⾃集合  。晴 ⾬ 阴

离散随机过程表示如下：

各个时刻的随机变量之间存在着概率关系，我们需要计算这组随机变量的联合概率或者是条件概率。

Lesson 12 时间序列将讲述更多的基于随机过程的算法，这⼀章我们只关注⻢尔科夫过程。

4.2. ⻢尔科夫过程( )与⻢尔科夫性  

对于普通的随机过程，当前时刻的状态  和更早时刻的状态均有关系，即存在如下条件概率：

⻢尔科夫过程是⼀种特殊的随机过程，其核⼼假设是系统在当前时刻的状态值只和上⼀个时刻的状态值有关，和更早的时刻⽆关，称为
⽆记忆性。利⽤这个⻢尔科夫假设，如果满⾜：

这也就是⼀阶⻢尔科夫假设，满⾜此假设的系统具有⻢尔科夫性。反复利⽤这个式⼦，可以得到随机变量序列联合概率的⼀个简洁计算
⽅法：

该式表明如果系统有⻢尔科夫性，则序列的联合概率由各个时刻的条件概率值  和初始概率  决定。



  可数状态空间 连续状态空间

离散时间 有限或可数状态空间的⻢尔科夫链 可测状态空间的⻢尔科夫链

连续时间 连续时间的⻢尔科夫过程 具有⻢尔科夫性的连续型随机过程

4.3. ⻢尔科夫链( )  

根据系统的状态  ，时间  是否连续，可以将⻢尔科夫过程分为四种类型。

时间或状态离散的⻢尔科夫过程被称为⻢尔科夫链。⻢尔科夫链是⻢尔科夫过程的数学表示。这⾥我们重点介绍离散时间下的⻢尔科夫
链，  表示系统上⼀个时刻的状态为  ，下⼀个时刻转移到  的概率。对于有限或者⽆限可数的状态空间的⻢尔科夫
链，可以⽤状态转移矩阵来表示此条件概率值。假设系统有  个状态：

其中，  ，即从状态  转移到状态  的概率，且成⽴  。

当前时刻⽆论除以哪⼀种状态  ，下⼀时刻必然会转为  个状态中的⼀个，因此成⽴  。即任意⼀⾏的矩阵元素之和为 

 。

重点考虑离散时间，且状态数有限的情况。对于状态连续的⻢尔科夫链，每个时刻各个状态的值由概率密度函数描述，状态转移概率为
条件密度函数。如果任何时刻的状态转移概率相同，则称为时⻬⻢尔科夫链。此时只有⼀个状态转移矩阵，任何时刻都适⽤。

以天⽓为例，  ，符合⻢尔科夫假设，假设其状态转移矩阵为：晴 ⾬ 阴

如果昨天是阴天，则今天为⾬天的概率是  。可绘制状态转移图，也成为状态机。

接下来讨论状态  和  的关系。系统初始处于哪种状态也是随机的，⽤⾏向量  表示，需要满⾜：

以保证  是⼀个合法的概率分布，这是⼀个多项分布。

以天⽓为例，假设初始处于晴天概率是  ，阴天是  ，⾬天是  ，则  为：

根据⻢尔科夫性，出现状态序列为  的概率为：

在这⾥，  。

初始  天都为晴天的概率为：

某⼀天为晴天的概率为：



由此得到，如果  时刻各个状态出现的概率为  ，由于状态矩阵的第  列为从上⼀个时刻各个状态转⼊当前时刻状态  的概率，因此 
时刻的状态为  的概率为：

对于所有状态，写成矩阵形式为：

反复利⽤这个式⼦可以得到：

这也是随机变量序列联合概率的矩阵表示，即给出初始状态  和状态转移矩阵  ，可以计算出任意时刻的状态概率分布。

这个结论可以推⼴到多步状态转移概率。多步状态转移概率指，从⼀个状态开始，经过多次状态转移后，到达另⼀个状态的概率。定义 
 步转移概率为从  转移到  的概率：

对于时⻬⻢尔科夫链，即满⾜任何时刻的状态转移概率相同，则有：  。

以  步转移概率为元素的矩阵称为  步转移概率矩阵：

 时，该矩阵退化为普通的状态转移矩阵  。

 步状态转移概率满⾜  ⽅程(  ⽅程)：

该⽅程表示，从状态  经过  次转移到状态  的概率，等于从状态  经过  次转移到状态  的概率，乘以从状态  经过  次转移
到状态  的概率，对所有状态  进⾏求和的结果。可通过全概率公式和条件概率定义证明。

根据  ⽅程，可以推导出：

拆分上式  次，可以得到状态转移矩阵和  步转移矩阵的关系：

4.4. 状态的性质与分类  



4.4.1. 互通与可约  

如果可以从状态  转移到状态  ，即存在  使得  ，则称从  到  是可达的，记为  。如果  且  ，则称
这两个状态是互通的，记为  。互通意味着两个状态可以互相转移。

互通具有⾃反性( ) ，对称性(  可推出 ) ，传递性(  且  则 ) 。因此互通是⼀种等价关系，所有互通
的状态属于⼀个等价类，可以按照互通性将所有状态划分成若⼲个不相交的⼦集。

如果⼀个⻢尔科夫链任意两个状态都是互通的，则称它是不可约的( ) 。如果⾄少存在两个状态不互通，则称它是可约的。
不可约的⻢尔科夫链任意两个顶点之间都有路径存在，即⽤图表示的话，它是⼀个强连通图。判断可不可约⽅式很简单，如果任意两个
状态之间都是可达的(存在路径)，则⻢尔科夫链不可约。

4.4.2. 周期性  

状态  的周期  定义为假设从该状态出发，经过  步之后回到该状态，所有  的最⼤公约数：

如果对所有的  都有  ，则称周期⽆穷⼤( )，表示⼀定回不到原状态；如果某状态周期  ，则称该状态是周
期的； 如果状态的周期为  ，则它是⾮周期的。

重要结论：如果两个状态互通，则它们的周期相同。

因此可以得到推论：1. 如果不可约的⻢尔科夫链有周期性状态  ，则其所有的状态均为周期性状态。2. 如果不可约的⻢尔科夫状态有⼀
个⾮周期的状态  ，则其所有的状态都是⾮周期状态。下⾯给⼀个例⼦：

 

 的步数可以是  ，最⼤公约数为  ，因此  是⾮周期的。 ⽽这⼜是个不可约的⻢尔科夫链，因此所有状态都是⾮周期的。

⽽下⾯这张就是⼀个周期为  的⻢尔科夫链。状态互通意味着它周期相同，因此对于不可约的周期性⻢尔科夫链，其周期等于任何⼀个
状态的周期。

 



4.4.3. 常返性  

定义  表示从状态  出发在时刻  ⾸次进⼊状态  的概率。即：

定义  表示从状态  出发迟早将转移到状态  的概率。即它为所有⾸次进⼊  的可能性之和：

 表示状态  出发迟早会返回到⾃⼰的概率。如果  ，则当且仅当从  到  可达时，  。

如果  ，则称状态  是常返的( )，否则是⾮常返的( )。常返意味着从⼀个状态出发会以概率  再次进⼊该
状态，即迟早会返回该状态。

以这个⻢尔科夫链为例，对于状态  ，  。状态  出发在时刻  ⾸次进⼊状态  的概率为 

，因为已经离开这个状态，就⽆法再返回，从⽽有  。这说明状态  是⾮常返的。从该状态出发，有  的概率

再也回不来。

对于状态  ，  ，从⽽有  。这说明状态  是⾮常返的。从该状态出发，有 

 的概率再也回不来。

对于状态  ，  ，从⽽有  。这说明状态  是常返的。

状态  常返的充要条件是，  ，证明略。

不可约的⻢尔科夫链的所有状态的常反性相同，要么全常返要么全⾮常返。

如果  ，且  是常返的，则  (  迟早会转移到  )。

如果⼀个状态  是⾮常返的，则对所有的  均有：  ，即从任何状态  出发到达  的次数的数学期望是有限的。当 

 时，  。

可以对常返做进⼀步分类。如果定义  为返回  所需要的平均转移次数(平均返回时间)，即：

⾮常返

常返

假设  常返，如果  ，则  是正常返的。正常返意味着从⼀个状态出发不但会以  的概率再次返回(迟早回来)，⽽且返回该

状态的平均时间是有限的，  表达式的级数收敛。同样，如果  ，即  次转移从  的概率⼤于  ，则  是正常

返。



假设  常返，如果  ，则  是零常返的。零常返只保证返回的概率是  ，但是平局返回时间是  。同样，如果 

 ，即  次转移从  的概率不存在，则  是正常返。

如果⼀个⻢尔科夫链的状态数是有限的，则只存在正常返和⾮常返的状态，不存在零常返的状态。因此，有限状态且不可约的⻢尔科夫
链的所有状态都是正常返的。

4.5. 平稳分布和极限分布( )  

⻢尔科夫链有⼀个有趣的性质，对于任意的初始状态分布，随着状态转移的进⾏，最后系统的状态概率分布趋向于⼀个稳定的收敛值。

定义平稳分布：假设状态空间的⼤⼩为  ，状态的概率分布为向量  ，对于状态转移矩阵为  的⻢尔科夫链，如果存在⼀个概率分
布  满⾜：

则称此分布  为平稳分布。即当前时刻服从此分布，转移到下⼀时刻还是服从此分布。或者说，上⼀时刻处于某种状态的概率，和下
⼀时刻从各个状态进⼊该状态的概率相同。这也意味着如果平稳分布作为初始状态，则任何次转移后，状态的概率分布不变。

根据定义可推论，平稳分布是  归⼀化的特征向量，且特征值为  。因为  ，即  ，这就是
矩阵特征值和特征向量(Lesson 5 监督学习之分类(Perceptron, Fisher, Logistic, Softmax, Bayes))的表达式，特征值为  ，平稳分布  
就是这个⻬次⽅程归⼀化的⾮  解。

因此，给定⼀个⻢尔科夫链的状态转移矩阵  ，求解  即可得到其平稳分布。其次⽅程组的解不唯⼀，平稳分布需要

满⾜前⽂  的约束条件，才可以确定唯⼀解。以前⾯的天⽓转移矩阵举例：

列写⽅程：  ，即：

通过Lesson 1 解⽅程的⾼斯消元法，解⽅程可以得到唯⼀解：  。

可以通过特征值分解(Lesson 8 ⽆监督学习(聚类, 信号分解, 流形降维))计算所有可能的平稳分布。求解  的特征值，得到 
 。对于  ，  初等⾏变换，得到  ，添加归⼀化约束条件 

 ，得到：  ，这与前⾯的结论⼀致。  不符合平稳定义的要求(特征值不为 
)，不予考虑。该天⽓转移矩阵的平稳分布存在且唯⼀。

不是所有⻢尔科夫链都存在平稳分布且唯⼀。⽐如下⾯的例⼦：

该⻢尔科夫链是可约的，任意量状态均不互通。  是  的三重特征值。列写⽅程：  。任意⾮  向量都

是这个⽅程的⾮  解，这意味着任何合法的概率分布  都是平稳分布。



平稳分布也可以表示为当时间趋于  时，每个状态出现次数的⽐例。令  表示到  时刻进⼊状态  的总次数，则有：

定义极限分布：极限分布是当时间趋于  时，状态  出现的概率，该概率与起始状态  ⽆关，以任意的  初始进⾏演化，最后转移
到状态  的概率都是相同的。

存在性和唯⼀性：

如果⼀个⻢尔科夫链是⾮周期、不可约的，当且仅当所有的状态都是正常返( )时，平稳分布存在且唯⼀，且此时平

稳分布等于极限分布。
推论：根据前⽂结论，如果⼀个⻢尔科夫链是⾮周期、不可约的，且其状态数是有限的，可以推出它的所有状态⼀定是正常返
的，因此平稳分布存在且唯⼀。

如果⼀个⻢尔科夫链是⾮周期、不可约的，且其所有状态全是⾮常返的，或全是零常返的，则对  有  ，此时

平稳分布不存在。
如果⼀个⻢尔科夫链是可约的，通常情况下存在多个平稳分布。

4.5.1. ⼆者关系  

极限分布是时间趋于  时，状态  出现的概率。

且该概率与起始状态  ⽆关，因此可以简写为：

因此， 根据上式和前⽂的式⼦  ，对  两侧取极限可得：

这意味着极限分布就是平稳分布。

根据结论平稳分布等于极限分布的唯⼀性条件和  ⽅程( )，可以推导出，如果平稳分布存在，则状态转移

矩阵幂的极限也存在，且等于平稳分布。

极限分布和平稳分布刻画了⻢尔科夫链的重要属性，实际应⽤中有着重要的价值。

4.6. 细致平衡条件( )  

通过细致平稳条件，可以构造出状态转移矩阵  ，使其平稳分布  满⾜给定的状态概率分布  的⻢尔科夫链。

定义细致平衡条件：如果  对于所有的  满⾜：



即对于  ，处于状态  的概率乘以从  的转移概率等于处于状态  的概率乘以从  的转移概率，则  为⻢尔科夫链的平
稳分布。证明略

需要注意的是，  和  满⾜细致平衡条件是  为  的平稳分布的充分⾮必要条件。即只能通过细致平衡条件推出平稳分布，但是平稳
分布不⼀定满⾜细致平衡条件。

直观上看，平稳分布意味着对于同⼀个状态⽽⾔，从其转出的概率和转⼊其的概率相等。细致平衡条件的要求则更严格，它意味着对于
任意两个状态  ，  的概率相同。

对于状态连续的⻢尔科夫链，细致平衡条件同样成⽴，即：

细致平衡条件常⽤语⻢尔科夫链的蒙特卡洛采样算法的实现。

5. 隐⻢尔科夫模型( )  

对于概率图模型，Lesson 3.5 参数估计(MLE, MAP, Bayes, KNN, Parzen, GMM, EM算法)已经介绍了变分推断算法，这⾥我们介绍基于
⻢尔科夫模型的扩充模型，隐⻢尔科夫模型。⾃动控制原理下中，状态空间的分析与拟合⼀章和隐⻢尔科夫模型有很多共通之处，可以
进⾏对⽐学习。

很多应⽤中系统的状态值是很难观察到的，是隐变量，只能得到⼀组观测值。隐⻢尔科夫模型为通过观测值来推断出状态值提供了解决
⽅案，它实质上是增加了观测模型后的⻢尔科夫链。

隐⻢尔科夫模型是著名的有向图模型，结构最简单的动态⻉叶斯⽹络，常⽤于时序数据的建模，语⾳识别，⾃然语⾔处理等，它描述了
观测变量和状态变量之间的概率关系。和⻢尔科夫过程对状态建模不同，隐⻢尔科夫模型除了对状态建模，还对观测值建模。

⽐如说，视频中⼈的动作，站⽴、坐下、⾏⾛，是状态值，识别前⽆法得到确切值。⼈的关键点坐标是观测值，能直接得到。  
通过观测值推断出状态值，从⽽识别动作。

⾸先定义观测序列，它是直接能够观察或者计算得到的值：

这是⼀个随机变量序列，任何时刻的观测值来⾃有限的观测集：  ，即  的取值范围。

定义状态序列，它是不客观的，隐藏的，也是模型中的隐变量：

它也是⼀个随机变量序列，任何时刻的状态值来⾃有限的状态集：  ，即  的取值范围。状态序列是⼀个普通的⻢尔
科夫链，其状态转移矩阵为  ，状态转移矩阵在⻢尔科夫链中详细介绍了性质和分类，这⾥不做赘述。状态随着时间线演化，每个时
刻的状态值决定了观测值。

状态转移矩阵  的元素  。

定义观测矩阵  ，其元素为  。该值表示根据  时刻状态值为  时获得观测值为  的概率。它和状态转移
矩阵  ⼀致，也需要满⾜同样的约束条件：

 的第  ⾏是状态为  时观测值为各个值的概率分布。

假设初始概率分布为  ，其元素为  ，即系统初始时个状态的概率分布。

 可以抽象为五元组：



 ⼀般假设⻢尔科夫链是时⻬的，即  在任何时刻都不变，简化问题计算。

系统在  时刻处于状态  ，在该状态下得到观测值  。接下来从状态  ，在  下⼜得到了观测值  ，以此类推，就得到
了整个观测序列。⽤算法描述这个前向过程为：

根据  选择初始状态  。
根据  和  得到了  。
根据  和  得到了  。

 ，转到第⼆步，直到时刻  。

可以得到，当出现状态序列为  且观测序列为  的概率为：

上式的形式满⾜条件独⽴性假设，式中，  为状态的初始概率。

基于这个式⼦可以看出，不管是根据给定的模型计算产⽣某观测序列的概率，根据给定的模型和观测序列找最匹配的状态序列，根据给
定的观测序列调整模型参数让该观测序列出现的概率最⼤，这三个问题都很好解决。

根据以往的观测序列推测最可能出现的观测值，根据语⾳信号找到最匹配的⽂字，根据训练样本得到最优的模型参数，恰好就对应着这
三个问题。

以第⼆个问题为例，对于天⽓的⻢尔科夫链，假设我们⽆法直接得知天⽓情况 ，但是能得知⼀个⼈在各种天⽓下的活动情
况，假设有三种观测  。即天⽓是状态值，活动是观测值。

晴 ⾬ 阴
睡觉 跑步 逛街

状态转移矩阵和观测矩阵通过样本学习⽽得到。假设通过学习后，得到了这⼀问题的观测矩阵为：

例如  表示在晴天的天⽓状态下，观测到这个⼈逛街的概率是  。

状态转移矩阵为：

在给定了观测序列  的条件下，可以计算出状态序列  出现的概率，即条件概率  。

6. 强化学习的算法思想  

⻄⽠书中的种⻄⽠的例⼦我觉得说的很⽣动形象。⾸先，种⽠动作中，是⽆法⽴即知道最终奖励值的，只能得到⼀个当前的反馈值(⽠
看起来更⼤了)，只有当⻄⽠收获时，才能知道这个⽠到底种的好不好(最终的奖励)，并且才能根据⽠的情况来修改下⼀次种⻄⽠的策
略。因此，多次种⽠不断摸索(迭代)，根据当前⽠的⽣⻓情况(状态)，采取不同的种⽠动作，根据采取种⽠动作后⽠的⽣⻓情况改变(状
态转移，与随之⽽来的惩罚和奖励)，不断调整种⽠动作，直到找到最优种⽠策略(状态  动作)，让算法最终收敛，这也就是强化学习
的核⼼思想。

⽤数学符号表示为：对于⼀个强化学习模型，在当前状态  下执⾏某⼀动作  ，然后进⾏下⼀个状态，并受到⼀个反馈(奖励值)  ，
反复执⾏，直到收敛。算法的⽬标函数即确定⼀个策略函数  ，实现从状态到动作的映射  。



详细来说，即在每个时刻  ，算法在状态  下执⾏了动作  后，系统进⼊下⼀个状态  ，并给出⼀个奖励值  。整个过程
中，算法随机执⾏动作，收到惩罚和奖励反馈，从⽽学习到想要的⾏为策略  。系统对正确的动作做出奖励，错误的做出惩罚，训练
完成后⽤得到的策略函数  进⾏状态  动作的预测。

和监督学习的区别：强化学习中的  对应着监督学习中的样本  ，⽽  对应着监督学习中的标签 ，"策略"则对应着监督
学习中的分类 / 回归函数  ，奖励和惩罚对应着监督学习中的损失函数  。但不同的是强化学习中没有有标签样本对(  )，即
没⼈能告诉机器在什么状态下应该做什么样的动作，只有等到最终的结果揭晓，才能通过反思之前的动作是否正确来进⾏学习(奖励和
惩罚)。因此，强化学习可以看成具有"延迟标记信息"的监督学习问题。

7. ⻢尔科夫决策过程(  )  

三者关系：⻢尔科夫过程是描述状态随时间变化的随机过程，隐⻢尔科夫模型是增加了观测序列的⻢尔科夫过程，⻢尔科夫决策过程是
增加了动作与奖励机制的⻢尔科夫过程。

强化学习算法需要对问题的不确定性建模，即将解决的问题抽象为⼀个⻢尔科夫决策过程。

7.1.  的符号定义  

 可由五符号进⾏定义：

其中  是状态空间，即状态的集合(状态变量可取的空间)，每个状态记为  。举例说明，对于围棋，就是当前的棋局  (  
的棋盘，每个块有  种状态)，其状态是离散的。对于⾃动驾驶，就是现在的位置、速度等连续值。

 是动作空间，即⾏为的集合，每个动作记为  。在每种状态  下，可以执⾏的动作记为  。举例说明，围棋就是空的地⽅落
⼦；⾃动驾驶就是汽⻋的速度  。

 是状态转移概率，也可以定义为  ，表示在状态  下，执⾏动作  ，状态在下个时刻转移成  的 概率。

它需要满⾜  。根据⻢尔科夫性，下⼀时刻的状态只和当前时刻的状态和当前时刻采取的动作有关。以围棋为例，下
⼀时刻的动作，只和当前时刻的棋局、当前时刻的落⼦动作，以及接下来对⼿在当前时刻落⼦的动作有关。⽽对⼿的落⼦是不确定的，
满⾜随机性。

 是遗忘因⼦，⽤于定义累积回报和价值函数，  。

 为奖励函数，即从  到  执⾏了  的回报。  时刻的回报记为  ，由当前时刻的状态，动作和下⼀时刻的状态决
定

对应

7.2.  的动⼒学定义  

 的动⼒学可由下式定义：

根据上⾯的  符号定义，整个动⼒学过程可以定义为：对于系统，将动作  作⽤于状态  上，通过  来计算  ，进⾏状
态转移，转移的过程中，环境会根据  函数反馈给系统⼀个奖励值，系统根据奖励值调整策略，直到找到最优。

假设策略  定义为  ，即  。表示根据该策略，在不同的状态下就能找到不同的动作。



类⽐于最优控制中的 ，强化学习的⽬标即为根据当前状态  ，找到⼀组最优的动作  ，以最⼤化 
 ，即找到能使这个⻓期累积奖赏最⼤化的策略。

8. 有模型学习 - 策略评估与  ⽅程求解  

如果⻢尔科夫决策过程的五元组已知，即机器已经对环境建模，这称之为有模型学习。基于策略评估和动态规划的求解⽅式就是典型的
有模型学习算法。

这⾥我们只介绍有模型学习，其他的优化算法包括⽆模型学习，值函数近似，模仿学习等，⼤家可以翻阅相关资料。

8.1. 策略评估  

根据强化学习的算法思想，从  时刻起的收益函数定义为： 

⻓期累积奖赏需要采取折扣累积的⽅法，因此引⼊  折扣因⼦，平衡短期收益和⻓远收益，同时保证上⾯的级数收敛。如果级数收
敛，则有：

强化学习的⽬标就是最⼤化这个累计奖励，本质上是⼀个优化问题。

算法需要确保所有的状态按照某⼀策略执⾏，得到的累积回报均为最⼤化。因此，定义状态价值函数( )，表示状态  下
预计累计回报的期望值。或者说，表示在状态  情况下，反复按照策略  执⾏，所得到的累计奖励的数学期望：

使⽤数学期望是因为系统具有随机性，需要对所有情况的累计奖励计算均值。

类似的可以定义状态-动作价值函数( ) ，表示状态  下采取动作  的预计累计回报的期望值。更细致地描述，表示当前
状态  的情况下执⾏动作  ，然后反复按照策略  执⾏，所得到的累计奖励的数学期望：

 是当前状态，为⼀个限制条件，跳变过程中  。

8.2. 符号定义  

定义  为从  时刻起的奖励函数。

定义状态价值函数  表示状态  下预计累计回报的期望值。

定义状态-动作价值函数  表示状态  下采取动作  的预计累计回报的期望值。

除此之外，定义  表示采取⾏为  后状态  转为  的概率：

定义  表示采取⾏为  后状态  转为  所获得的奖励。

定义  表示状态  下根据策略  采取⾏为  的概率。



8.3. 迭代公式推导  

根据上⾯的动作概率的定义和⻢尔科夫性，即系统下⼀时刻的状态仅由当前时刻状态决定，和更早的状态⽆关的性质，可以推导出状态
价值函数  的迭代公式：

通俗理解：  。

类似的，状态-动作价值函数  的公式也可以写出：

即：

上⾯的等式⼜被称为⻉尔曼⽅程(⻉尔曼等式)，⽤于表示动态规划问题中相邻状态关系的⽅程。⽤上⾯的递归等式来计算值函数，实际
上就是⼀种动态规划的算法。

8.4. 策略改进 - 最优  ⽅程  

上⾯的式⼦定义了策略的评估⽅式。对策略进⾏评估后，如果不是最优策略，则希望对其改进，理想的最优策略应该能最⼤化累积奖
赏：

⼀个强化学习任务可能有多个最优策略，最优策略对应的值函数  为最优值函数，即 

由于最优值函数的累积奖赏值应最⼤，因此前⾯的⻉尔曼⽅程  可以进⾏⼀些改动，将对动作的概率求和改为取最优：

这是⼀种贪⼼的做法。因为这是  过程，当前状态只与上⼀状态相关，所以能使当前状态下值函数最⼤的动作，⼀定是最⼤化当
前状态下累积奖赏的动作，也即最优状态值函数：

将式⼦代回前⾯的状态-动作值函数，得到最优状态-动作值函数：

上述关于最优值函数的等式，称为最优  ⽅程，其唯⼀解是最优值函数。



最优  ⽅程揭示了⾮最优策略的改进⽅式，即将策略选择的动作改变为当前的最优动作。假设动作改变后对应的策略为  ，
改边动作的条件为  ，则如下不等式成⽴：

省略号省略的部分就是将  值再代⼊为  ，和第⼆步⼀样循环迭代，这⼀步说明每⼀次满⾜  ，都会增⼤
不等式，⽽不等式右端⼜恒等于  ，则在  的不断的迭代中，⼀定有  。

由上可知，值函数对于策略的每⼀点改进都是单调递增的，或者说⾄少是不递减的。因此对于当前策略  ，必然可以将其改进为：

直到  ，即希望通过  ⽅程找  ，使得不等式的左右两边相等，通过不断迭代直⾄收敛。

8.5. 算法描述：策略迭代和值迭代  

⾸先说明策略迭代，8.3. 中我们知道了如何评估⼀个策略的值函数，8.4 我们知道了如何在策略评估后进⾏改进以获得最优策略。⼆者
结合就是策略迭代算法：即从初始策略出发，先进⾏策略评估，然后改进策略，评估改进的策略，再进⼀步改进策略，直到策略收敛，
不再改变。

1.  ，初始化  。

2. 

3. 评估：迭代  ，更新  ，直⾄收敛(即  ) ：

4. 改进：  。

5.  策略收敛，即 

  

6. 

7.  最优策略  

策略改进和值函数的改进是⼀致的，因此可以将策略改进视为值函数的改进，得到值迭代算法：

1.  ，初始化  。

2. 

3. 迭代  直⾄收敛到  ，即  时停⽌ 

4. 

在模型已知时，强化学习的⽬标任务为基于动态规划的最优化问题。这⾥并未涉及模型的泛化能⼒，⽽是为每⼀个状态找到最优的动
作。



除了有模型学习的动态规划算法，其他的优化算法包括⽆模型学习中的蒙特卡洛强化学习，时序差分学习(  算法，  学习)，值
函数近似，模仿学习中的直接模仿学习和逆强化学习等。
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